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ELEMENTY GEOMETRYCZNE ELIPSOIDY ZIEMSKIEJ

W artykule przedstawiono definicje, opis oraz wyprowadzenia wzoréw okreslajacych podstawowe
elementy geometryczne elipsoidy z punktu widzenia zainteresowan geodezji, kartografii i nawigacji.
Tym samym odnosza sig one do elipsoid ziemskich badZ odniesienia. Okreslenia te oraz poszczegdlne
wzory wykorzystywane sa w obliczeniach geodezyjnych, obliczaniu siatek kartograficznych (ECDIS)
oraz w obliczeniach nawigacyjnych — zintegrowane systemy nawigacyjne i zautomatyzowane
odbiorniki systeméw radionawigacyjnych, transformacji wspolrzednych, planowania podrézy oraz
w wielu innych zagadnieniach.

WPROWADZENIE

Zegluga morska jest uprawiana na powierzchni mérz i oceanéw
(nie liczac okretow i pojazdéw podwodnych), a wigc na fizycznej powierzchni
Ziemi. Dlatego tez w nawigacji morskiej wazna jest znajomo$¢ rzeczywistego
ksztaltu 1 rozmiaréw naszego globu lub takiego jego przyblizenia, ktore
zapewnialoby wymagana doktadno$¢ wykonywania pomiaréw 1 obliczen
nawigacyjnych.

Zagadnienie okreslania figury Ziemi, jak i jej matematycznych modeli
nalezy do geodezji wyzszej i geodezji dynamicznej. Poglady na temat ksztattu
Ziemi i jej rozmiaréw ulegaly zmianom wraz z rozwojem nauki, podrézami
morskimi oraz innymi potrzebami praktycznymi. Od wyobrazen starozytnych,
ptaskiego ladu na powierzchni oceanu, doszlismy do pojgcia geoidy, elipsoidy
ziemskiej 1 elipsoidy odniesienia. Elementy elipsoid ziemskich oraz faktyczny
ksztalt Ziemi sa coraz dokladniej okreslane w czym duzy udzial majg réwniez
techniki satelitarne. Badania prowadzone od prawie trzystu lat wykazatly,
ze ksztalt Ziemi jest bardzo skomplikowany i praktycznie nieopisywalny
matematycznie. W nawigacji przyjmuje si¢ jako matematyczny model Ziemi
elipsoid¢ obrotows (splaszczona), sfer¢ (powierzchni¢) kuli lub plasz-
czyzne odwzorowania — Merkatora, Gaussa-Kriigera (UTM) 1 inne. Nalezy
jednak zdawaé sobie sprawg¢ z tego, ze kazdy z tych modeli jest pewnym
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przyblizeniem i jego zakres stosowania musi by¢ odpowiedni do wykorzysty-
wanych nawigacyjnych metod pomiarowych i obliczeniowych.

1. GEOIDA

Pojecie geoidy wprowadzil niemiecki uczony Johann B. Listing w 1873
roku jako odpowiednika rzeczywistego, fizycznego ksztattu globu ziemskiego.

Geoidq nazywamy powierzchni¢ ekwipotencjalna, pokrywajaca si¢
w przyblizeniu z powierzchnia oceandéw przy pelnej rownowadze znajdujacych
si¢ w nich mas wody. Henri Poincaré wykazal, ze niemozliwe jest opisanie
geoidy na obszarze ladéw i oceandw za pomoca jednej funkcji analityczne;j.
Natomiast Michait S. Motodienski twierdzi, ze w zasadzie geoida jest niemo-
zliwa do wyznaczania, jezeli nie jest znany rozklad ggstosci i potozenie mas
lezacych na zewnatrz geoidy. Zaproponowal on uzywanie w miejsce geoidy
pojecia quasigeoidy, ktora nie jest powierzchnig ekwipotencjalna, lecz mozna
ja wyznaczy¢ jednoznacznie. Na obszarze oceandéw quasigeoida pokrywa sig¢
z geoida, a pod ladami odstgpy pomigdzy tymi powierzchniami nie przekra-
czaja dwoch metrow.

Jezeli przy rozwazaniach potencjatu sily cigzkosci przyjmiemy model
Ziemi w postaci koncentrycznych kul o zmieniajacej si¢ gestosci, to tak
otrzymane przyblizenie nosi nazwg sferoidy normalnej. Spotyka si¢ tez nazwy:
sferoida ziemska, sferoida odniesienia, elipsoida Clairauta, elipsoida normalna.
Sferoida normalna odpowiada zerowej powierzchni potencjalu normalnego.
Wykazano, ze sferoida normalna odchyla si¢ od tak samo splaszczonej
elipsoidy normalnej maksymalnie o trzy metry. W ten sposéb potwierdzono
przypuszczenie, ze geoid¢ mozna w przyblizeniu uwazaé za elipsoide
obrotowa, przy czym poj¢cia elipsoidy ziemskiej i elipsoidy odniesienia nie sg
tozsame.

2. ELIPSOIDA

Elipsoidq ziemskq nazywamy elipsoid¢ najlepiej dopasowang do calej
geoidy. Jej wyznaczenie jest utrudnione ze wzglgdu na niemozliwos$¢é pomiarow
stopnia potudnika na obszarach oceanéw. Wspdlczesnie jej parametry
wyznaczane s3 z pomiarow satelitarnych.

Elipsoidq odniesienia nazywamy elipsoide najlepiej dopasowana do frag-
mentu geoidy na obszarze danego kraju, grupy krajéw lub kontynentu.

Ze wzgleddéw praktycznych (mozliwos¢ wykonywania obliczen), w geo-
dezji wyzszej i w nawigacji morskiej za powierzchni¢ odniesienia Ziemi
przyjmuje si¢ powierzchni¢ odpowiedniej elipsoidy (ziemskiej lub odniesienia).
W prostszych przypadkach (dla matych odlegtosci od znakéw nawigacyjnych)
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jako powierzchni¢ odniesienia wykorzystuje si¢ sfer¢ (powierzchni¢ kuli)
.1 niekiedy plaszczyzng¢ styczng lub sieczng danego akwenu. Rysunek 1 ilustruje
réznice pomigdzy faktycznym ksztaltem Ziemi, geoida i elipsoida.

powierzchnia
topograficzna

elipsoida .

geoida

Rys. 1. Réznice pomigdzy lokalnym ksztattem Ziemi, geoida i elipsoidg

Odchyleniem bezwzglednym pionu nazywamy kat pomi¢dzy kierunkiem
linii pionu, czyli normalng do geoidy a kierunkiem normalnej do elipsoidy
ziemskiej w danym punkcie. Z kolei odchyleniem wzgl¢gdnym nazywamy kat
pomigdzy normalng do geoidy a normalng do elipsoidy odniesienia.

Elipsoid¢ obrotowa (splaszczona) opisuje nastgpujace réwnanie kano-
niczne (rys. 2):
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gdzie:
a — duza péto$ elipsoidy,
b — mata pétos elipsoidy.

Z elipsoida ziemska lub odniesienia wigze si¢, oprocz uktadu wspolrzed-
nych kartezjanskich, uklad wspéhzgdnych geograficznych (elipsoidalnych).
W ukladzie tym wystgpuja trzy wspdlrzedne: szerokos$¢ geograficzna ¢,
dlugos$¢ geograficzna A oraz wysokos¢ elipsoidalna A. Szerokoscia geogra-
ficzng ¢ nazywamy kat zawarty pomi¢dzy normalng do elipsoidy (odniesienia)
w punkcie obserwatora a ptaszczyzng réwnika (rys. 3).
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a

X

Rys. 2. Elipsoida obrotowa we wspéirzednych kartezjariskich
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Dhugoscia geograficzng A nazywamy kat dwuscienny pomigdzy plaszczyzna
potudnika zerowego i plaszczyzng poludnika obserwatora. Wysokos¢
elipsoidalna to odleglos¢ euklidesowa pomiedzy punktem obserwatora a jego
rzutem wzdluz normalnej na elipsoidzie.

Y4
P(X.Y.Z)=P(pA,h)

powierzchnia
topograficzna

Rys. 3. Wspéirzedne geograficzne (elipsoidalne)

Powiazanie ukladu wspohrzednych geograficznych z punktem zwigzanym
z Ziemig daje nam ziemski uklad odniesienia. Natomiast powigzanie ze srod-
kiem mas Ziemi i nadanie wartosci liczbowych poszczegélnym parametrom
elipsoidy (oraz okreslenie pewnych stalych geofizycznych) daje nam geocen-
tryczny uktad odniesienia, np. WGS-84, GRS-80 itp.

3. PARAMETRY GEOMETRI ELIPSOIDY

Réwnanie (1) w pelni opisuje elipsoid¢ obrotowa splaszczona. Jej glow-
nymi parametrami sa obie pdtosie a i b. Poniewaz zachodza zwigzki pomigdzy
tymi osiami a pierwszym e i drugim e’ mimosrodem oraz splaszczeniem f,
dlatego najczeSciej jako parametry danej elipsoidy (ziemskiej, odniesienia)
podaje si¢ jedng z par: a i b, a i e lub a if. Na ich podstawie mozna obliczy¢
pozostate parametry. ‘

Podstawowe i pochodne parametry elipsoidy

o a— duza pétos elipsoidy,
o b — mala pélos elipsoidy,
o kwadrat pierwszego mimosrodu

, ' 2
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kwadrat drugiego mimosrodu

2 2

, a —-b

Sircant 3

promien krzywizny biegunowe;j
2
a
c=—, ‘ 4

b C))

mimos$rdd liniowy (odleglos$¢ ogniska elipsy poludnikowej od poczatku
uktadu)

E=+a>-b?, (5)

splaszczeﬁie
a-b
f= ; (6)
a
promien $redni p6tosi
2a+b
R = 3 (7

promien sfery rownowaznej powierzchnia

7/2 cos o ' 12
R, =c d , 3
? ( J (1+¢'* cos® p)° gDJ ®
promien sfery rbwnowaznej objetoscia

R, =¥a, ©)

$redni promien krzywizny
R=\R,R, , (10)

promien pierwszego wertykatu

R, -4 : 11
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e promien krzywizny potudnika

a(l-e?)

R, = ,
" J(l —e*sin’ p)’

(12)

e drednia krzywizna (krzywizna Gaussa, krzywizna zupeina)

1
Ry Ry

K=

) (13)

e dlugo$¢ luku poludnika zawartego pomigdzy szerokosciami geograficznymi
i

§ =a(1—e2)[A(goz — @)= Bsin(p, —@,)cos(p, +¢,) +

C . D .
+_2'Sln2(¢72 —@,)cos 2(¢p, +¢2)_'§Sln3(§02 —@,)cos3(p, +@,) +

(14)
E . F .
+Zsm 4(p, —p)cos4(@, +@,) — P Sln5(¢2 —@,)cos5(p, +¢,),

3, +£e4 4 175 K 11025 o 4 43659610

A=1+—e >
4 256 16384 65536
B =ie2 +1—Se4 N 525 o5 4 2205 N 72765 o0
4 16 512 2048 65536

15 , 105 ¢ 2205 g 10395 ,,
C=—ce"+ e’ + e + e,
64 256 4096 16384

35 ¢ 315 5 31385 4
= e + e + e,
512 2048 131072

315 5 3465
= e+ e,
16384 65536

__ 693 o
131072
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e dlugos¢ tuku réwnoleznika zawartego pomigdzy dtugosciami geograficznymi
i ‘

I=(A4,-4) Rycosp, ' (15)

e szeroko$¢ geograficzna w funkcji wsp(’)}rzi;dnych kartezjanskich

= arct a—z-i (16)
4 g 5 x|

Pole powierzchni elipsoidy obrotowe;j
Elipsoid¢ obrotowg (ziemska, odniesienia) otrzymujemy w wyniku obrotu
elipsy potudnikowej wokot osi pokrywajacej si¢ z matg pélosia b. Aby obliczyé

jej pole powierzchni, nalezy obrdéci¢ wokét osi Oy elips¢ o réwnaniu
kanonicznym

17

Ogodlny wzor opisujacy pole powierzchni bryly otrzymanej w wyniku obrotu
krzywej x wokét osi Oy jest nastgpujacy:
(B)
S=2r del s
(4)

gdzie dl oznacza dtugo$¢ tuku AB. Dlugo$¢ tego tuku obliczamy jako rézniczke

dl =\/1+(x')2dy.

Stad otrzymamy
S=2ﬂyixmdy, (18)
-
czyli
S=27 X +Gw)dy - 19)
»
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Ze wzoru (17) wyznacza si¢ funkcje x. W kolejnych przeksztalceniach
ofrzymamy

Sop
¥ =a? bzl;yz =Z—j(b2 ~y?), (20)

ostatecznie
x=% PR | @1)

1 a 1
— s (=2y),
Y oy (-2y)
PO A 22)
b (bZ__yZ)B

Wiynik taki mozna otrzymac prosciej, poprzez rézniczkowanie obustronnie (17)
wzgledem y:

2xx' 2y
+—=-=0.
a’ b
I dalej
2xx' 2_y x_x'___y_
az - bz az - bz ’
a2
xx'= —Zz—y, (23)
a4
(e =575 (24)
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Nastgpnie do wzoru (19) wstawiamy wzory (20) 1 (24):

b 2 2 4
a
S=2r -y +—yldy=4rn -y +—yldy=
_{ g b4y y = f Y Yy
b 2 2 b 2
—ar. PN NPy Pl I A S N
=4r a-[ 1 b2+b4y dy=4r a(_)[\/b2 b4y +b4y dy =
—47:31’\/1;_5 2 D g dg j\/b2+ i 2dy =
; bzy b2 y bo 2 y y

—47r 1/b2+e'2y2a’y 47z—J +y ‘dy=

) b
a-e'll b? , b? b* 2
=4r—| = ‘f—+ +—1 +1,—+ =
" b {z[y e? 7 e’ Y e? Y
0

' 2 2 2 2 2 2
227,"1)6{[17 /%+b2+b—'21n b+ b—'2+b2 ]—[O b—ﬂ+0+b—'zln 0+ b—'z H=
e e e € € e
' 2
=27 2€ b21’1+%+b—2 In b+b1’1+L2 —In LAg.
b e? ¢ e' e
a-e | ,Vl+e? b be'+by1+e" b
=2 > b ' +7 In —_— —In - =
e e e €

be'+bl+e? e

e b

e +l+e?

)

)

a++a*-b?

b

e

27r-a[b 1+e” +—b—'[ln

2
b (ln

=27-a| b2+
b Ja?-b?

czyli

} . 25)

S=2r-ala+ n
Ja* - b*
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Stad promien réwnowaznej powierzchniowo sfery

a++a*-b’

b

] . (26)

Pole powierzchni elipsoidy obrotowej w funkcji szerokosci geograficznej

2
R, = 2la+ b In
2 Jaz_bz

Elipsoida ziemska jest elipsoida splaszczong o réwnaniu kanonicznym:

2 2 2
X
- +~——y2 +
a

=1. 27)

IS}
)

Otrzymujemy ja w wyniku obrotu elipsy (17) wzgledem osi 0z w ukladzie
ortokartezjanskim Oxyz.

Aby opisa¢ pole powierzchni elipsoidy ziemskiej w funkcji szerokosci
geograficznej, nalezy dokona¢ zamiany zmiennych. W tym wypadku wsp6l-
rzgdne prostokatne opisane s3 wzorami:

x=R,cosgp, (28)
z=R,(1-¢€*)sing. (29)

Podstawiajac Ry (wzdr (11)), po przeksztalceniach otrzymamy

X=———cosp= avl-¢ cosp =
J1-¢€’sin’ o Vi-ef1-e*sin’ o

2
=7 a cos¢=a——£ﬂo——, (30)
—1+e%cos’ ¢ b J1+e?cos® ¢
a
a(l1-€*) . avl-é’sing _ bsin g

Z:_—S]n¢= = . (31)
J1-é’sin* @ \/1+e'2 cos’ @ \/1+e'2 cos’ @

Jesli elipsa poludnikowa wyrazona jest w postaci parametrycznej, to pole
powierzchni elipsoidy obrotowej opisane jest nast¢pujacym wzorem:

w2 Y (dY
S=2r I x(q))\/ (d_¢] +[d—ng do- (32)

-n/2
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Obliczmy zatem odpowiednie pochodne:

2 .
d __ & a2 - _l_a_ 059 (— 2e'2 sin ¢ cos go)

dgo b \/1+e'2cos p 20 \/(1+e'2cos o)’

a’ sin @ N a’> e’singcos’ @

b J1+e%cos’p b J(l +e"” cos’ @)’

_a’  sing [e'z cos’ o —1—e” cos’ qo) _a sin @ 33)
b \/1+e'2 cos’ @ 1+e" cos’ ¢ b \/(1+e‘2 cos’ )’
oraz
4z = beosp 1 bsing (— 2¢” sin g cos (p)=
do \/1+e'zcoszgo 2\/(1+e'2coszgo)3
bcosg be'zsm QPcosQ bcosg (1+ e’ sin’ @ }_
\/1+e'2 cos’ @ \/(l+e'2 cos’ )’ \/1+e'2 cos’ @ 1+e” cos®
_ bcosp (1+e cos’ go+e sin Q)J becosg 1+e”
J1+e'2c052¢ 1+e” cos® \/1+e'zcos go1+e cos’ (0
12
_ b(l+e")cosp cos @ (34)

a
\/(1 +e?cos?p) b \/(1 +e"” cos’ @)’

Kwadraty tych pachodnych sg réwne
2 4 .2
) _a _ sme
[dqo) b* (1+e”cos’ )’ ’

&Y _d_coto
dp) b> (1+e’cos’p)’

a ich suma wyniesie

&Y (dzY o cos’p’ a' sin® @ at
—— | | =_2 FPREIY) 2 2 3 12 22 3
do do b*> (1+e”cos’ @)’  b> (1+e”cos’ @)’  b*(1+e”cos’ )
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Wstawiajac wyrazenie na x oraz sume¢ kwadratow pochodnych do wzoru
na pole powierzchni elipsoidy obrotowej, otrzymamy

/2 2 4
a cosp a
S=2r | — do =
—7;[2 b J1+e”cos’ o \/bz (1+e” cos’ )’

n/2 4 4 7/2

a cos @ . a cos @
=27 | —= dp=4r— do. 35
. b* (1+e” cos® p)’ ¢ b* ; (1+e” cos’ p)° ¢ 32)
a2
Uwzgledniajac, ze ¢ = 5 otrzymamy
/2 COS ¢ )
S=4r.c2 do. (36)
(;[ (1+e"” cos’ p)*
Poniewaz pole powierzchni kuli (sfery) wyraza si¢ wzorem
Syi =47R?, (37

dlatego promien sfery rownowaznej powierzchniowo danej elipsoidzie wynosi

/2
cos @
R, =c do . 38
2 0 (1+e'zcoszqo)2 ¢ @8

Objetosé

Objetos¢ mozna obliczyé w funkcji szerokosci geograficznej. Ogdlna
postac objetosci bryly obrotowej dla tuku w postaci parametryczne;j

o dx
V=r|y>=dt. 39
,,Iy . (39)

Stad po uwzglednieniu wczesniejszych zaleznosci, otrzymamy

/2

3
V=2r cos” @

0 \/(1 +e"” cos® p)’

do. (40)

Promien kuli rownowaznej objetoscig

2 /2 3
a, cos ¢ do - (41)
by \/(1 +e"” cos’ )’

R, =

N W
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Objetos¢ elipsoidy splaszczonej

V= 4 w-a’h.
3
Objetosé elipsoidy wydtuzonej
v=_2r.ap.
3
Tozsamosci
V1-¢é’ _ 1
J1-e’sin?p  \l+e?cos’ o
Wyprowadzenie:

2

V1-¢? \/1+e'2 cos’ @ = —137(1+e'2 cos’ @) =
a

b2 bZ a2 _b2

a’ a’
2
1—e? _b”
a,
2
1_6'2_‘1_
b,

1-¢€° -¢
2
e _
1+e"?
aVvl-¢e* =b

2 2 g2
=\/2—+u(1—sin2 ) :\/1—e2 +e’ —e*sin’ @ =\/1—e2 sin’ @

(42)

(43)

cos’ @ =
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4. PODSUMOWANIE

Podstawowymi parametrami elipsoidy dwuosiowej (splaszczonej lub
wydtuzonej) sg jej pdlosie — duza a i mata b. Pozostale parametry sg ich
pochodnymi. Jednak ze wzglgdu na stosowane techniki pomiarowe, najczesciej
podaje si¢ duza pdéto§ a oraz pierwszy mimosréd e lub splaszczenie f.
Natomiast pozostate parametry (w tym mata pétos b) sa wynikiem odpowied-
nich obliczen.

Przedstawione w artykule definicje 1 zaleznosci charakteryzujace elementy
geometrii elipsoidy ziemskiej opisujg jej parametry, niezbedne w wielu
zagadnieniach obliczeniowych z zakresu geodezji wyzszej, kartografii i nawi-
gacji. W niniejszym artykule podano réwniez oryginale wyprowadzenia
wzoréw na promienie rdwnowaznych sfer powierzchniowo i objg¢tosciowo
danej elipsoidzie, w funkcji szerokosci geograficznej (elipsoidalnej). Sfery te
wykorzystywane sa do mniej precyzyjnych obliczenh nawigacyjnych lub
w maloskalowych odwzorowaniach kartograficznych kuli ziemskiej. Wartosci
poszczegdlnych parametrow geometrycznych interesujacej nas elipsoidy
odniesienia otrzymujemy po podstawieniu do podanych wzoréw konkretnych
wartosci odpowiednich parametrow podstawowych.
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GEOMETRICAL ELEMENTS OF THE EARTH ELLIPSOID
(Summary)

This article presents definitions, description and derivation of formulas defining basic geometrical
elements of ellipsoid from the point of view of geodesy, cartography and navigation. Thus they refer
to earth ellipsoids or reference ellipsoids. This definition and the formulas are used in geodetic
calculations, in calculating map graticule (ECDIS) and in navigational calculations- integrated
navigation systems and automated radio receivers in navigation systems, transformation of
coordinates, voyage planning and in a lot of other matters.
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